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1 はじめに

結合発振器は，実物理システムで観測される高次
の非線形現象を説明する優れたモデルである．非線
形発振回路としてよく知られている van der Pol 発
振器は，オランダの物理学者 Balthasar van der Pol
によって発見され [1]，発振器を複数個結合したシス
テムにみられる同期現象についてこれまで数多くの
研究が行われている．遠藤らは，van der Pol 発振
器を梯子状，環状，二次元配列状に結合した系の理
論解析と回路実験結果を報告している [2]-[4]．また，
結合発振器は，位相伝搬波やクラスタリングなどと
いった興味深い位相同期パターンを生み出すことも
知られており [5]-[8]，この位相同期パターンを連想
記憶や学習過程といった脳の情報処理モデリングに
応用できるのではないかと期待されている．

また，自然界には蜂の巣構造で有名なハニカム構
造や結晶構造など様々なタイプのネットワーク構造
が存在する．しかし，発振器の大規模結合系の研究
としては，環状や二次元格子状のモデルが多く，多
角形が結合されたネットワークトポロジーについて
の研究はこれまであまり報告されていない．我々は，
発振器をより複雑なネットワーク構造に応用するこ
とで，それぞれのネットワーク構造が持つ新しい特
徴を見出すことができるのではないかと考える．

本研究では，多角形が結合された大規模ネットワー
ク研究の第一段階として，二つの三角形型 van der
Pol 発振器ネットワークの一辺を介して結合したシ
ステムで観測される同期現象についてコンピュータ
シミュレーションおよび理論解析によって調査を行
う．さらに，結合抵抗部分の消費電力を求め，同期
現象とエネルギーの関係を明らかにする．

2 回路モデル

図 1 に二つの三角形型発振器ネットワークを結合
した回路モデルを示す．隣接する発振器の結合方法
は，発振器のコイルを介して接地された抵抗につな
ぐものとする．本結合方法を適用した場合，４番目
の発振器が結合されていない一つの三角形型発振器
ネットワークは三相同期（隣接する発振器間の位相
差が 2π/3で同期）することが知られている．
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(a) 二つの三角形型発振器ネットワークを結合した回路図．
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(b) 回路モデルの概念図．

図 1: 回路モデル．

この回路において非線形抵抗の vk − iRk特性は式
(1)に示すような 3次特性の多項式で近似される．

iRk = −g1vk + g3vk
3 (g1, g3 > 0), (1)

(k = 1, 2, 3, 4).
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正規化後の回路方程式は次のようになる．
[First oscillator]

dx1

dτ
= ε

(
1 − 1

3
x1

2
)
x1 − (ya1 + yb1 + yc1)

dya1

dτ
=

1
3

{
x1 − ηya1 − γ(ya1 + yb2)

}
dyb1

dτ
=

1
3

{
x1 − ηyb1 − γ(ya3 + yb1)

}
dyc1

dτ
=

1
3

{
x1 − ηyc1 − γ(yb4 + yc1)

}
(2)

[Second oscillator]

dx2

dτ
= ε

(
1 − 1

3
x2

2
)
x2 − (ya2 + yb2 + yc2)

dya2

dτ
=

1
3

{
x2 − ηya2 − γ(ya2 + yb3)

}
dyb2

dτ
=

1
3

{
x2 − ηyb2 − γ(ya1 + yb2)

}
dyc2

dτ
=

1
3

{
x2 − ηyc2 − γ(ya4 + yc2)

}
(3)

[Third oscillator]

dx3

dτ
= ε

(
1 − 1

3
x3

2
)
x3 − (ya3 + yb3 + yc3)

dya3

dτ
=

1
3

{
x3 − ηya3 − γ(ya3 + yb1)

}
dyb3

dτ
=

1
3

{
x3 − ηyb3 − γ(ya2 + yb3)

}
dyc3

dτ
=

1
3

{
x3 − ηyc3

}
(4)

[Fourth oscillator]

dx4

dτ
= ε

(
1 − 1

3
x3

2
)
x3 − (ya4 + yb4 + yc4)

dya4

dτ
=

1
3

{
x4 − ηya4 − γ(ya4 + yc2)

}
dyb4

dτ
=

1
3

{
x4 − ηyb4 − γ(yb4 + yc1)

}
dyc4

dτ
=

1
3

{
x4 − ηyc4

}
(5)

ここで，変数変換とパラメータは下式に示す．

t =
√

LCτ, vk =
√

g1

3g3
xk,

iak =
√

g1

3g3

√
C

L
yak, ibk =

√
g1

3g3

√
C

L
ybk,

ε = g1

√
L

C
, γ = R

√
C

L
, η = rm

√
C

L
,

(k = 1, 2, 3, 4).

この回路方程式において，γ は結合係数，εは発振
器の非線形性を表すパラメータである．シミュレー
ションによる調査では，式 (2) を 4次のルンゲ=クッ
タ法（ステップサイズ: h = 0.005）で解く．また各
パラメータは，ε = 0.1， γ = 0.1， η = 0.0001 のよ
うに設定した．

3 同期現象

図 2に，各 van der Pol 発振器のキャパシタ電圧
に対応する時間波形を示す．この図より，1番目と 2
番目の発振器が同相（位相差が 0度）で同期し，そ
の他の発振器間は逆相（位相差が 180度）で同期し
ていることがわかる．また，波形の振幅が 1，２番目
の発振器と 3，4番目の発振器では異なっている．各
発振器間の位相平面の様子を図 3に示す．
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図 2: 各発振器のキャパシタ電圧の時間波形.
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図 3: 各発振器間の位相平面図.

4 理論的解析

本節では，平均化法を図 1の回路モデルより得ら
れる式 (2)-(5)に適応した場合について説明する．こ
こでは，簡略化のために回路モデルの微小抵抗 rmを
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無視した（η = 0）場合を考える．まず，式 (2)を 2
階の非線形微分方程式で表すと以下のようになる．

d2x1

dτ2
+ x1 = ε(1 − x1

2)
dx1

dτ
+

1
3
γY1 ≡ F1 (6)

dY1

dτ
+

2
3
γY1 = x1 +

1
3
x2 +

1
3
x3 +

1
3
x4 (7)

ここで，

Y1 ≡ ya1 + ya3 + yb1 + yb2 + yb4 + yc1.

式 (7)は 1階の線形微分方程式なので解が以下のよ
うに求まる．

Y1 = e−
2
3
γτ ∫

e
2
3
γτ

(
x1 + 1

3x2 + 1
3x3 + 1

3x4

)
dτ

+Ce−
2
3
γτ

(8)
ここで式 (8)の第二項は定常状態では 0になる．
次に，式 (6)の解を

xk(τ) = ρk sin(τ + θk). (9)

とおくと，平均化法により ρ1，θ1が次のように与え
られる．

ρ̇1 = lim
T→∞

∫ T

0
εF1 cos(τ + θ1)dτ

θ̇1 = lim
T→∞

∫ T

0

ε

ρ1
F1 sin(τ + θk)dτ

(10)

上式を計算することで以下の式 (11)，(12) が得ら
れる．

ρ̇1 = −ε2ρk

8
(ρ2

k − 4)

− εγ

3(4γ2 + 9)

{
9ρ1 + 2γρ2 sin(θ1 − θ2)

−3ρ2 cos(θ1 − θ2) + 2γρ3 sin(θ1 − θ3)

−3ρ3 cos(θ1 − θ3) + 2γρ4 sin(θ1 − θ4)

−3ρ4 cos(θ1 − θ4)
}

(11)

θ̇1 = − εγ

3ρk(4γ2 + 9)

{
6γρ1 + 2γρ2 cos(θ1 − θ2)

−3ρ2 sin(θ1 − θ2) + 2γρ3 cos(θ1 − θ3)

−3ρ3 sin(θ1 − θ3) + 2γρ4 cos(θ1 − θ4)

−3ρ4 sin(θ1 − θ4)
}

(12)

式 (3)-(5)にも同様に平均化法を適用し，定常状態
においては，

ρ̇k = 0 and θ̇k = 0 (13)

(k = 1, 2, 3, 4).

が成り立つことから各発振器の解が次のように得ら
れる．
振幅：

ρk =

√
4 − 8γ

3ε(4γ2 + 9)
(14)

(k = 1, 2).

ρk = 2 (15)

(k = 3, 4).

位相差:
θ1 − θ2 = 0. (16)

θ3 − θ2 = θ3 − θ4 = θ4 − θ1 = θ4 − θ2 = π. (17)

平均化法による位相差の値は，1番目と 2番目の発
振器間が同相同期し，その他の発振器間は逆相で同
期していることを表しており，シミュレーションの
結果とも一致する．次に，式 (14)にシミュレーショ
ンで用いたパラメータ（ε = 0.1， γ = 0.1）を代入
して振幅の理論値を求める．表 1に振幅の理論値と
シミュレーション結果の比較を示す．表より，振幅
の値が理論値とシミュレーション値でよく似た値を
とっており，平均化法の近似が妥当であるといえる．

表 1: 理論値とシミュレーション結果の比較（振幅）．

理論値 シミュレーション

ρ1, ρ2 1.765 1.790
ρ3, ρ4 2.000 1.979

5 結合係数を変化させたときの同期現象

最後に，二つの三角形発振器ネットワークの共有
辺にある 1番目と 2番目の発振器間の結合係数の大
きさを変化させたときの位相差と，結合抵抗での消
費電力についてコンピュータシミュレーションによ
る調査を行う．まず，結合係数の大きさを変えるパ
ラメータ βを導入する．この βを 1番目と 2番目の
発振器間の結合係数 γに掛けることで結合係数の大
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きさを変化させる．図 4に位相差のシミュレーショ
ン結果を示す．β の値が 1より小さいときは，位相
差が 0度なので，1番目と 2番目の発振器は同相で
同期し，β の値が 1を越えると，徐々に位相差が大
きくなり，β = 2のところで、位相差が 120度となっ
ており二つの三角形型発振器ネットワークが三相同
期していることがわかる．
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図 4: 位相差（θ1 - θ2）

次に，結合抵抗で消費される電力について議論す
る．消費電力は以下の式によって定義される．

P12 =
1
Tp

Tp∑
τ=1

γ(ya1 + yb2)2

P23 =
1
Tp

Tp∑
τ=1

γ(ya2 + yb3)2

P31 =
1
Tp

Tp∑
τ=1

γ(ya3 + yb1)2

P41 =
1
Tp

Tp∑
τ=1

γ(yb4 + yc1)2

P42 =
1
Tp

Tp∑
τ=1

γ(ya4 + yc2)2

PAll = P12 + P23 + P31 + P41 + P42

(18)

ここで， Tp は十分に長い周期として Tp = 100, 000
に設定した．

結合抵抗部分における消費電力のシミュレーショ
ン結果を図 5に示す．可変にしている 1番目と 2番
目を結合抵抗での消費電力 P12 は，β の増加ととも
に大きくなり，β = 1付近，すなわちその他の結合抵
抗と同じ値のときには，消費電力が最も大きくピー
ク値をとっていることがわかる．その他の結合抵抗
での消費電力は，β < 1のときには，ほぼ 0 で，β

が 1を越えると徐々に大きくなっている．また，回
路全体の消費電力は，β の増加とともに増えている
のがわかる．
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図 5: 結合抵抗部分の消費電力．

6 まとめと今後の課題

本研究では，多角形が結合された大規模ネット
ワーク研究の第一段階として，二つの三角形型 van
der Pol発振器ネットワークの一辺を介して結合した
システムで観測される同期現象についてコンピュー
タシミュレーションおよび理論解析によって調査を
行った．さらに，結合抵抗部分の消費電力を求め，同
期現象とエネルギーの関係を明らかにした．
平均化法を用いた理論解析において，解の安定性

について調査すること，またネットワークを大規模
化したときの同期現象についての特徴について議論
することが今後の課題である．
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